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二项分布中成功概率的贝叶斯序贯检验方法
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摘　　　要：针对成败型效应实验研究中二项分布未知参数（成功概率）的假设检验问题，在复杂假设条件

下，提出了一种基于Ｂａｙｅｓｉａｎ验后概率的序贯检验方法，建立了检验的判别准则，给出了判别准则临界值的

计算方法．在给定截尾实验次数的条件下，提出了一种截尾方案，建立了截尾判断方法．最后结合示例，对上

述方法的应用过程进行了说明，并和现有方法进行了分析比较．结果表明：在一定先验信息的条件下，该方法

给出的检验样本量远小于经典方法确定的检验样本量．
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Ｂａｙｅｓｉａｎ　ｍｅｔｈｏｄ；ｔｒｕｎｃａｔｅｄ　ｍｅｔｈｏｄ

　　在基于成败型实验的装备效应实验与评价研
究中，需要对一定数量的效应物进行实验，然后根
据获得的实验数据对效应物的失效概率是否达到

某个指标进行检验［１－２］．经典的统计实验设计方法
对相关问题进行了很多研究．如 Ｗａｌｄ提出了序
贯概率比检验（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｒａｔｉｏ　ｔｅｓｔ，

ＳＰＲＴ）方法［３－４］．周源泉等对可靠性评定方法进
行了详细总结［５］．郭维长对航天器用火工装置提

出运用序贯检验方法制定其抽样实验方案的建

议［６］．武小悦等结合装备实验工程实际，研究了固
定样本和序贯检验实验方案设计方法［７］．夏群力
等结合导弹产品的可靠性检验问题，研究了成败
型武器产品可靠性检验的序贯检验方法［８］．
出于节约实验成本的考虑，人们总是希望在

较小实验样本量下解决上述问题．此时能够综合
利用产品各种验前信息的贝叶斯方法受到了研究
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人员的重视．ＳＰＲＴ方法的平均实验数较古典检
验方法要小［９］，但这种方法没有考虑验前信息．张
金槐等将贝叶斯方法的思想引入到ＳＰＲＴ方法
中，在考虑验前信息的情况下，提出了序贯验后加
权检验（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ　ｐｏｓｔｅｒｉｏｒ　ｏｄｄ　ｔｅｓｔ，ＳＰＯＴ）方
法［９－１０］．王国玉等推导了二项分布未知参数的
ＳＰＯＴ方法［１１］．邢云燕等研究了指数分布下可靠
性指标验证的截尾ＳＰＯＴ方法［１２］．董博超等利用

ＳＰＯＴ方法对武器装备维修性指标进行验证评
定［１３］．但从现有的对ＳＰＯＴ方法的研究情况看，

ＳＰＯＴ方法还存在计算复杂，难以给出比较简易
的求解方案以及在判别完毕后并没有给出接受或

拒绝原假设的验后概率等需要解决的问题［１４－１５］．
鉴于此，本文在复杂假设条件下，对二项分布未知
参数（成功概率）提出了一种基于Ｂａｙｅｓｉａｎ验后
概率的序贯检验方法，建立了检验的判别准则，给
出了判别准则临界值的计算方法．在给定截尾实
验次数的条件下，提出了一种截尾方案，建立了截
尾判断方法．最后结合一个示例，对提出的方法进
行了比较分析．

１　成功概率检验的基本假设

在成败型实验中，若效应物失效（实验成功），
记Ｘｉ＝１；若效应物没有失效，记Ｘｉ＝０，则效应
物失效分布为

Ｐ（Ｘｉ＝１）＝ｐ，　０≤ｐ≤１
Ｐ（Ｘｉ＝０）＝１－ｐ （１）

　　研究人员关心效应物的失效概率ｐ是否满足
给定要求ｐ０，因此需要对ｐ做假设检验．建立原
假设Ｈ０ 和对立假设Ｈ１ 如下

Ｈ０：ｐ＜ｐ０
Ｈ１：ｐ≥ｐ０ （２）

记Ｔ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ，则Ｔ表示现场实验中ｎ个效应物

中失效的个数，根据二项分布的定义可知，Ｔ 服
从参数为 （ｎ，ｐ）的二项分布［５］，

Ｐ（Ｔ＝ｘ）＝Ｃｘｎｐｘ（１－ｐ）ｎ－ｘ，

ｘ＝０，１，…，ｎ （３）

　　设参数ｐ的先验分布为贝塔分布

β（ｐ　ａ，ｂ）＝
１

Ｂ（ａ，ｂ）ｐ
ａ－１（１－ｐ）ｂ－１ （４）

其中Ｂ（ａ，ｂ）为贝塔函数，ａ和ｂ为分布参数．根
据贝叶斯公式可以得到参数ｐ的验后分布为

π（ｐ　ｎ，ｘ）＝ β（ｐ　ａ，ｂ）Ｃ
ｘ
ｎＲｘ（１－Ｒ）ｎ－ｘ

∫
１

０
β（ｐ　ａ，ｂ）Ｃ

ｘ
ｎＲｘ（１－Ｒ）ｎ－ｘｄｐ

＝

β（ｐｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ） （５）

２　贝叶斯序贯检验方法

根据参数ｐ的验后分布可计算出假设Ｈ０ 和

对立假设Ｈ１ 成立的验后概率分别为

Ｐ（Ｈ０ ｎ，ｘ）＝Ｐ（ｐ＜ｐ０）＝

∫
ｐ０

０
π（ｐ　ｎ，ｘ）ｄｐ＝

∫
ｐ０

０
β（ｐ　ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ （６）

Ｐ（Ｈ１ ｎ，ｘ）＝Ｐ（ｐ≥ｐ０）＝

∫
１

ｐ０
π（ｐ　ｎ，ｘ）ｄｐ＝

∫
１

ｐ０
β（ｐ　ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ （７）

　　建立参数ｐ的贝叶斯序贯检验决策规则：

１）当根据现场实验数据计算得到的Ｈ０成立
的验后概率Ｐ（Ｈ０ ｎ，ｘ）很小时，可以认为现场
实验数据不支持Ｈ０成立，所以作出拒绝Ｈ０的决
策，拒绝Ｈ０ 犯错误的概率为Ｐ（Ｈ０ ｎ，ｘ）．由于
拒绝Ｈ０ 会犯“弃真”错误（第１类错误），引入“弃
真”概率α，要求在Ｐ（Ｈ０｜ｎ，ｘ）＜α时，拒绝Ｈ０，
此时，犯错误的概率小于α．根据上述假设，当实
验进行到第ｎ次，作出拒绝Ｈ０ 的决策时，ｎ个效
应物中失效的个数ｘ应满足

Ｐ（Ｈ０ ｎ，ｘ）＝

∫
ｐ０

０
β（ｐ　ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ＜α （８）

记

Ｕｎ ＝

ｍｉｎ　ｘ∫
ｐ０

０
β（ｐ　ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ＜［ α，

０≤ｘ≤ ］ｎ （９）

　　２）当根据现场实验数据计算得到的Ｈ１成立
的验后概率很小时，可以认为现场实验数据不支
持Ｈ１成立，所以作出拒绝Ｈ１的决策，拒绝Ｈ１犯
错误的概率为Ｐ（Ｈ１ ｎ，ｘ）．由于拒绝 Ｈ１ 会犯
“采伪”错误（第２类错误），引入“采伪”概率β，要
求在Ｐ（Ｈ１ ｎ，ｘ）＜β时，拒绝Ｈ１ ，此时，犯错误
的概率小于β．根据上述假设，当实验进行到第ｎ
次，作出拒绝Ｈ１ 的决策时，ｎ个效应物中失效个
数ｘ应满足

Ｐ（Ｈ１ ｎ，ｘ）＝

∫
１

ｐ０
β（ｐ｜ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ＜β （１０）

记

１７２
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Ｌｎ ＝

ｍａｘ　ｘ∫
１

ｐ０
β（ｐ｜ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ＜［ β，

０≤ｘ≤ ］ｎ （１１）

　　３）当上述１）和２）两种决策规则都不满足
时，继续实验．
综上所述，在成败型效应实验中，给定验前分

布β（ｐ　ａ，ｂ），进行序贯实验时，实验从第１个效
应物开始，进行到第ｎ次实验，记ｎ次实验中共有

ｘ个效应物失效，参数ｐ的序贯实验判断准则为
１）若ｘ≤Ｌｎ，则停止实验，采纳Ｈ０；

２）若ｘ≥Ｕｎ，则停止实验，采纳Ｈ１；

３）若Ｌｎ ＜ｘ＜Ｕｎ，则继续实验．
在统计检验方法的实际应用中，两类错误的

概率一般都取的较小（如０．１～０．２），因此两类错
误概率的和满足α＋β＜１，容易知道，对于上述
序贯检验方法，继续实验区总是存在的，即若不采
取截尾方案，实验可能需要一直继续下去，文献
［１４］中给出了３种在给定最大实验样本量Ｎ 时
的截尾方案．本文给出另一种截尾方案．在第 Ｎ
次实验后，令

Ｐ（Ｈ１ Ｎ，ｘ）＝

∫
１

ｐ０
β（ｐ｜ｘ＋ａ，ｎ－ｘ＋ｂ）ｄｐ＝

１
２

（１２）

　　若式（１２）的解存在，记为ｘ＊，令ＣＮ＝［ｘ＊］，
［·］表示取整；若式（１２）的解不存在，令ＣＮ＝Ｎ．
当实验样本量ｎ＜Ｎ 时，序贯检验按前述判

断规则继续决策，当ｎ＝Ｎ 时，按如下规则判断：

１）若ｘ≤ＣＮ，采纳Ｈ０；

２）若ｘ≥ＣＮ ＋１，采纳Ｈ１；
这种截尾方案在保证α≤０．５和β≤０．５的

情况下，尽可能均衡了犯两类错误的概率，使得截
尾不会导致双方（使用方和研制方）风险中某一方
的过大．

３　算例分析

设在某成败型效应实验中，需要检验效应物
的失效概率ｐ是否大于等于０．９．若实验前对ｐ
没有先验信息，则通常可以认为ｐ的先验分布为
［０，１］上的均匀分布，用贝塔分布表示时，参数的
取值为ａ＝１，ｂ＝１．取α＝β＝０．１，则根据上述序
贯检验方法，可以计算得到在不同实验次数ｎ下
的Ｌｎ和Ｕｎ．表１给出了ｎ≤２４时，Ｌｎ和Ｕｎ的具
体数值．Ｕ１ ～Ｕ２０ 没有取值，是因为即使ｘ＝ｎ
也不能满足式（９），所以不存在相应Ｕｎ，此时序贯

决策只有两种：采纳Ｈ０ 和继续实验．
在具体实验中，实验从第１个效应物开始，若

效应物没有失效，则ｘ＝０，由于ｘ≤Ｌｎ，所以接
受Ｈ０，认为效应物的失效概率ｐ＜０．９；若效应
物失效，则ｘ＝１，由于Ｌｎ＜ｘ则继续实验，一直
到做出决策或进行到约定的最大样本数，然后按
截尾方案进行决策．

表１　不同ｎ值下Ｌｎ 和Ｕｎ 值（先验分布为β（１，１））

Ｔａｂｌｅ　１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｌｎａｎｄ　Ｕｎｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｎ
（ｐｒｉｏｒ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎβ（１，１））

ｎ　 Ｌｎ Ｕｎ ｎ　 Ｌｎ Ｕｎ

１　 ０　 １３　 １０

２　 １　 １４　 １１

３　 ２　 １５　 １２

４　 ３　 １６　 １３

５　 ３　 １７　 １４

６　 ４　 １８　 １４

７　 ５　 １９　 １５

８　 ６　 ２０　 １６

９　 ７　 ２１　 １７　 ２１

１０　 ８　 ２２　 １８　 ２２

１１　 ８　 ２３　 １９　 ２３

１２　 ９　 ２４　 ２０　 ２４

从表１可以知道，若要作出接受Ｈ１ 的决策，
即认为效应物的失效概率ｐ≥０．９，至少需要连
续进行２１次实验，并且效应物均失效．若选２４为
截尾数，根据式可以求得ＣＮ ＝２２．表２给出截尾
的决策及决策风险．表２中给出的决策风险表明，
本文给出截尾方案控制了双方（使用方和研制方）
风险，体现了一定的公平性．

表２　决策及相应风险

Ｔａｂｌｅ　２　Ｄｅｃｉｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｒｉｓｋ

决策 风险

ｘ＝２１　 Ｈ０ ０．２４

ｘ＝２２　 Ｈ０ ０．４７

ｘ＝２３　 Ｈ１ ０．２７

若采用传统的ＳＰＯＴ方法［９］对上述问题进
行检验，则ＳＰＯＴ方法中参数Ａ和Ｂ 由下式给出

Ａ＝ β
ＰＨ０－α

　　　Ｂ＝
ＰＨ１－β
α

（１３）
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其中ＰＨ０ 表示Ｈ０成立的先验概率，ＰＨ１ 表示Ｈ１
成立的先验概率．根据参数ｐ的先验分布可以求
得ＰＨ０ ＝０．９，ＰＨ１ ＝０．１．将ＰＨ０ 和ＰＨ１ 及α和

β代入式（１３）可以得到Ａ＝０．１２５，Ｂ＝０，这和

ＳＰＯＴ方法要求０＜Ａ＜１＜Ｂ矛盾，所以传统的
ＳＰＯＴ方法难以对本例进行分析．
若采用经典二项分布参数置信下限估计方

法［５］分析参数ｐ≥０．９需要的现场实验的样本
量，可以计算得到至少需要连续进行２２次实验，
并且效应物均失效．这一结果与本文方法分析结
果几乎相同，这从一个方面验证了本文方法的正
确性（因为此时二项分布未知参数的先验分布是
均匀分布，可以认为先验分布几乎没有提供太多
未知参数的先验信息，此时贝叶斯方法的结论应
当与经典方法的结论基本相同）．
对于上述检验问题，若根据先验信息计算得

到ｐ的先验分布为β（１４．６，１．１），经过计算可以
得到相应的决策值，如表３所示．

表３　不同ｎ值下Ｌｎ 和Ｕｎ 值（先验分布为

β（１４．６，１．１））

Ｔａｂｌｅ　３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ　Ｌｎａｎｄ　Ｕｎｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｎ
（ｐｒｉｏｒ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎβ（１４．６，１．１））

ｎ　 Ｌｎ Ｕｎ ｎ　 Ｌｎ Ｕｎ

１　 ７　 ３

２　 ８　 ４

３　 ０　 ９　 ５　 ９

４　 １　 １０　 ６　 １０

５　 １　 １１　 ７　 １１

６　 ２　 １２　 ７　 １２

由表３中数据可知，在具体实验中，前两个效
应物无论失效与否都不能做出决策，需要继续进
行实验．若要作出接受Ｈ１ 的决策，即认为效应物
的失效概率ｐ≥０．９，需要连续进行９次实验，并
且效应物均失效．这一结果比表１中给出的２１次
和经典方法的２２次已经小了很多．这表明本文方
法可以利用以往的先验信息，从而降低对当前实
验样本量的要求．

４　结　论

本文针对成败型效应实验中效应物失效概率

（或效应实验成功概率）的统计检验问题，结合统
计检验犯两类错误的原理，建立了一种基于验后
概率的贝叶斯序贯检验方法．文中的示例表明，在

二项分布中成功概率的先验分布为均匀分布时，
本文方法给出的检验样本量与经典方法基本相

同．在一定先验信息的条件下，本文方法给出的检
验样本量远小于经典方法需要的检验样本量．上
述结果表明了本文方法的正确性和有效性．
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